
ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ
ÂÀÐÈÀÍÒ 11881 äëÿ 8 êëàññà

1. Â 7:00 íà òàáëî áûëè íàïèñàíû ÷èñëà 2 è 3. Â òîò æå ìîìåíò ìåæäó íèìè
ïîÿâèëàñü èõ ñóììà. Çàòåì êàæäûé ÷àñ ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñîñåäíèõ ÷èñåë
ïîÿâëÿëàñü èõ ñóììà. ×åìó áóäåò ðàâíà ñóììà âñåõ ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà òàáëî,
â 13:15? Ïðåäëîæèòå òàêæå ñïîñîá ïîäñ÷åòà ñóììû ÷èñåë, êîòîðûå ïîÿâèëèñü
áû ê 7:00 ñëåäóþùåãî óòðà.

Ðåøåíèå

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò íàïèñàíû ÷èñëà

a1, a2, a3, . . . an�1, an,

ñóììà êîòîðûõ ðàâíà Sn. Òîãäà ÷åðåç ÷àñ (ïîñëå î÷åðåäíîãî ïîäõîäà) áóäóò
íàïèñàíû

a1, a1 � a2, a2, a2 � a3, a3, . . . an�1, an�1 � an, an.

Èõ ñóììà

Sn�1 � 2a1 � 3a2 � 3a3 � . . .� 3an�1 � 2an � 3Sn � pa1 � anq.
Ïîñêîëüêó êðàéíèå ÷èñëà âñåãäà ñîõðàíÿþòñÿ è ðàâíû 2 è 3, òî

Sn�1 � 3Sn � 5,

Íà÷àëüíàÿ ñóììà S0 � 2� 3 � 5 è îíà ìåíÿëàñü 7 ðàç (ïåðâûé ðàç � â 7:00,
ñåäüìîé ðàç � â 13:00). Îñòàåòñÿ çàíÿòüñÿ àðèôìåòèêîé

S1 � 3 � 5� 5 � 10, S2 � 3 � 10� 5 � 25, S3 � 3 � 25� 5 � 70,

S4 � 3 � 70� 5 � 205, S5 � 3 � 205� 5 � 610, S6 � 3 � 610� 5 � 1825,

S7 � 3 � 1825� 5 � 5470.

Îòâåò: 5470, Sn�1 � 3Sn � 5, S0 � 5.

2. Ñîðîêîíîæêà Ñòåôàíèÿ õðàíèò â ñóíäó÷êå 570 ðàçíîöâåòíûõ íîñêîâ è
êàæäîå óòðî íàäåâàåò íà âñå ñâîè íîãè 38 èç íèõ (åùå äâå åå êîíå÷íîñòè, ðà-
çóìååòñÿ, ðóêè). Ìîæåò ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ê êàêîìó-òî ìîìåíòó âðåìåíè
êàæäûé íîñîê áóäåò íàäåò âìåñòå ñ êàæäûì äðóãèì ðîâíî ïî ðàçó? Îïðåäåëè-
òå, ñêîëüêî äíåé äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ, ëèáî äîêàæèòå íåâîçìîæíîñòü.



Ðåøåíèå

Âûáåðåì îäèí ïðîèçâîëüíûé íîñîê. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò êàæäûé íîñîê
áûë íàäåò âìåñòå ñ âûáðàííûì ðîâíî ïî ðàçó, òî âñå îñòàëüíûå íîñêè (êîòî-
ðûõ 569 øò) äîëæíû ðàçäåëèòüñÿ íà êîìïëåêòû ïî 37 øòóê, íàäåâàâøèåñÿ â
ðàçíûå äíè. Íî 569 íå äåëèòñÿ íà 37 (ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü õîòÿ áû â ñòîëáèê),
ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå íåâîçìîæíî.

Îòâåò: íå ìîæåò.

3. Íà ïîñâÿùåíèè â ñòóäåíòû Ïàøà, Ñàøà, Âàëÿ è Æåíÿ ïî÷èñòèëè íåñêîëü-
êî ìåøêîâ îâîùåé. Èçâåñòíî, ÷òî îò îäíîãî ìåøêà êàðòîôåëÿ îñòàåòñÿ 5 êã
î÷èñòêîâ, îò îäíîãî ìåøêà ìîðêîâè � 4 êã, îò îäíîãî ìåøêà ëóêà � 1 êã è îò
îäíîãî ìåøêà ïîìèäîðîâ � 2 êã. Ó êàæäîãî ïîëó÷èëîñü ðàçëè÷íîå (ïî âåñó) êî-
ëè÷åñòâî îòõîäîâ îáùèì âåñîì 18 êã. Åäèíñòâåííûé ìåøîê êàðòîôåëÿ äîñòàëñÿ
Ïàøå, à áîëüøå âñåãî ìåøêîâ îâîùåé ïî÷èñòèëà Ñàøà, ïîëó÷èâ ñ íèõ íàèìåíü-
øèé âåñ îòõîäîâ. Îò ïîìèäîðîâ áûëî ïîëó÷åíî 6 êã î÷èñòîê. Îáùèé âåñ îòõîäîâ
ó Ïàøè è Æåíè îêàçàëñÿ ðàâíûì îáùåìó âåñó îòõîäîâ Ñàøè è Âàëè. Ñêîëüêî
ìåøêîâ êàæäîãî îâîùà áûëî ïî÷èùåíî?

Ðåøåíèå

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî áûëî ïîëó÷åíî 4 ãðóïïû î÷èñòêîâ (ïî îäíîé
ãðóïïå íà àáèòóðèåíòà), âåñ êàæäîé ãðóïïû óíèêàëåí è â ñóììå äàåò 18 êã, à
äâå ïàðû ãðóïï ðàâíîâåñíû (ïî 9 êã êàæäàÿ ïàðà). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî Ñàøèíà
ãðóïïà èìååò íàèìåíüøèé âåñ, õîòÿ âêëþ÷àåò áîëüøå âñåãî âèäîâ îòõîäîâ.

Îïèðàÿñü íà ýòó èíôîðìàöèþ, ñëåäóåò íà÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è ñ ðàññìîòðå-
íèÿ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ îòõîäîâ ìåæäó àáèòóðèåíòàìè.

à) Â îäíîé ïàðå ïåðâûé ïîëó÷èë 8 êã î÷èñòêîâ, âòîðîé � 1 êã. Ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ, òàê êàê 1 êã ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ñ îäíîãî ìåøêà îâîùåé, à
8 êã � íå ìåíåå, ÷åì ñ äâóõ, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíûé âåñ îòõîäîâ íå
ïîëó÷èòñÿ ñ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ìåøêîâ.

á) Â îäíîé ïàðå ïåðâûé ïîëó÷èë 7 êã î÷èñòêîâ, âòîðîé � 2 êã. Íå ïîäõîäèò ïî
òåì æå ñîîáðàæåíèÿì. 7 êã ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íå ìåíåå, ÷åì ñ äâóõ ìåøêîâ,
à 2 êã � íå áîëåå, ÷åì ñ äâóõ, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíûé âåñ îòõîäîâ íå
ïîëó÷èòñÿ ñ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ìåøêîâ.

â) Â îäíîé ïàðå ïåðâûé ïîëó÷èë 6 êã î÷èñòêîâ, âòîðîé � 3 êã. Íå ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ. 3 êã ìîæíî ïîëó÷èòü ñ òðåõ ìåøêîâ, à 6 � ñ äâóõ.

ã) Â îäíîé ïàðå ïåðâûé ïîëó÷èë 5 êã î÷èñòêîâ, âòîðîé � 4 êã. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó âàðèàíòó. 4 êã ìîæíî ïîëó÷èòü ñ äâóõ, òðåõ èëè ÷åòûðåõ
ìåøêîâ, à 5 � ñ îäíîãî èëè äâóõ.



Òàêèì îáðàçîì, âåñ îòõîäîâ ðàñïðåäåëÿåòñÿ íà 6 êã è 3 êã â îäíîé ïàðå
àáèòóðèåíòîâ è 5 êã è 4 êã â äðóãîé.

Ìèíèìàëüíûé âåñ â îäíîé ãðóïïå îòõîäîâ 3 êã. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ
èëè òðåìÿ ìåøêàìè. Åñëè îí ïîëó÷åí ñ äâóõ ìåøêîâ (îäíîãî ìåøêà ïîìèäîðîâ
è îäíîãî ìåøêà ëóêà), òî âñå îñòàëüíûå ó÷åíèêè äîëæíû áûëè ïî÷èñòèòü ïî
îäíîìó ìåøêó (èç ñîáëþäåíèÿ óñëîâèÿ, ÷òî ìèíèìàëüíûé âåñ ïîëó÷åí ñ ìàê-
ñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ìåøêîâ), íî ýòî íåâîçìîæíî: 6 êã ìîæíî íàáðàòü íå
ìåíåå, ÷åì ñ äâóõ ìåøêîâ. Òàêèì îáðàçîì, Ñàøà ïî÷èñòèëà 3 ìåøêà ëóêà è
ïîëó÷èëà ñ íèõ 3 êã î÷èñòêîâ.

Ñàøà â ïàðå ñ Âàëåé ïîëó÷èëè 9 êã î÷èñòêîâ íà äâîèõ, ñëåäîâàòåëüíî, Âàëèí
îòõîä ñîñòàâèë 6 êã ñ äâóõ ìåøêîâ. Ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïî÷èñòèâ 1 ìåøîê
êàðòîôåëÿ è 1 ìåøîê ëóêà èëè 1 ìåøîê ìîðêîâè è 1 ìåøîê ïîìèäîðîâ. Òàê êàê
èçâåñòíî, ÷òî êàðòîøêó ÷èñòèë Ïàøà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî Âàëå äîñòàëèñü
ìîðêîâü è ïîìèäîðû.

Âî âòîðîé ïàðå ðåáÿò Ïàøà ÷èñòèë êàðòîôåëü è ïîëó÷èë ñ íåãî 5 êã îòõîäîâ.
Òîãäà Æåíèíû î÷èñòêè âåñèëè ñóììàðíî 4 êã. Èçâåñòíî, ÷òî âñåãî áûëî ïî÷è-
ùåíî 3 ìåøêà ïîìèäîðîâ; 1 èç íèõ ÷èñòèëà Âàëÿ, òîãäà äâà äðóãèõ äîñòàëèñü
Æåíå.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñâåäåì ïîëó÷åííûå ñâåäåíèÿ â òàáëèöó:

èìÿ âåñ î÷èñòêîâ
êîë-âî ïî÷èùåííûõ

ìåøêîâ
âèä îâîùåé

Ïàøà 5 1 êàðòîôåëü

Ñàøà 3 3 ëóê

Âàëÿ 6 2 ïîìèäîðû + ìîðêîâü

Æåíÿ 4 2 ïîìèäîðû

Îòâåò: 1 ìåøîê êàðòîôåëÿ, 1 ìåøîê ìîðêîâè, 3 ìåøêà ïîìèäîðîâ, 3 ìåøêà
ëóêà.

A
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D

K

L

M

N

4. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíà
AB âäâîå êîðî÷å ñòîðîíû BC. Âåðøèíà M
êâàäðàòà KLMN ëåæèò íà ñåðåäèíå ñòî-
ðîíû BC (ñì. ðèñ). Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ
çíà÷åíèÿõ óãëà CMN ðàññòî÷íèå îò A äî
L áîëüøå, à ïðè êàêèõ � ìåíüøå, ÷åì ðàñ-
ñòîÿíèå îò D äî N . Âûÿñíèòå òàêæå, êàê
çàâèñèò îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ îò òîãî, ïåðåñåêàåò ëè êàêàÿ-íèáóäü ñòî-
ðîíà êâàäðàòà KLMN ñòîðîíó AD.



Ðåøåíèå
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D

K
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M

N
Ñîåäèíèì ñåðåäèíó ñòîðîíû M

c âåðøèíàìè A è D, à òàêæå ïî-
ñòðîèì îòðåçêè AL èDN , êîòîðûå
íåîáõîäèìî ñðàâíèòü.

Èç ðàâåíñòâ AB � BM � MC
ñëåäóåò, ÷òî óãîë AMD ïðÿìîé
(ïðÿìîóãîëüíèê ñëîæåí èç äâóõ
êâàäðàòîâ). Óãîë LMN òàêæå ïðÿìîé, ïîýòîìó îí ìîæåò áûòü ñîâìåùåí ñ
óãëîì AMD ïîâîðîòîì. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî óãëîâ AML è DMN .

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè AML è DMN . Îíè ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è
óãëó ìåæäó íèìè: AM � MD êàê äèàãîíàëè ðàâíûõ êâàäðàòîâ, èç êîòîðûõ
ñîñòàâëåí ïðÿìîóãîëüíèê; LM � MN êàê ñòîðîíû âíóòðåííåãî êâàäðàòà; ðà-
âåíñòâî óãëîâ AML è DMN äîêàçàíî âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, AL � DN è âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò ìåðû
óãëà CMN .

Ñëó÷àé, êîãäà ñòîðîíûKLMN ïåðåñåêàþò AD, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ
àíàëîãè÷íî.

Îòâåò: AL âñåãäà ðàâíî DN .

5. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ#
x2 � 6x� 6y ¤ 0,

y2 � 2xy � 9 ¤ 0.

Ðåøåíèå

Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

x2 � 2xy � y2 � 6px� yq � 9 ¤ 0,

îòêóäà
px� yq2 � 6px� yq � 9 ¤ 0.

Ñíîâà ñâîðà÷èâàåòñÿ ïîëíûé êâàäðàò

px� y � 3q2 ¤ 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x� y � 3 � 0.
Ïîäñòàâèì x � y � 3 â ñèñòåìó#

py � 3q2 � 6py � 3q � 6y ¤ 0,

y2 � 2py � 3qy � 9 ¤ 0.



Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì #
y2 � 6y � 9 ¤ 0,

y2 � 6y � 9 ¥ 0,

îòêóäà y2 � 6y � 9 � 0.
Îñòàåòñÿ ðåøèòü ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è çàïèñàòü îòâåò.

Îòâåò: x � �3
?

2, y � �3� 3
?

2.




